
結び目と絡み目の正則表示に関する規則的な描画法

長島 隆廣

結び目と絡み目は数学の一分野である結び目理論の正式な数学用語です．本論文では，

結び目 [8]を１本の糸が閉じたものと考えておきます．糸で出来たアヤトリ用の輪でもよ

く，１本の糸が複雑に絡み合っている糸玉でも結び目です．一方，絡み目 [1]は２本以上

の糸が絡み合っているものです．ただし，絡み目の糸はすべて閉じており，糸の端はあり

ません．絡み目は複数の結び目を一組として考えた対象です．結び目理論 [2, 5, 6, 7, 11]

では，これらの糸が太さをもたず，３次元空間上に浮いている状態の閉じた曲線として考

えます．

以下では結び目も含めて絡み目と呼びます．従って，絡み目とは，結び目または絡み目

のことです．絡み目でない場合は，結び目であることを明示します．

空間に浮いている絡み目を或る任意の平面上に投影して，平面図形として表現した図

形を正則表示 [11]と呼びます．正則表示は平面上の曲線の集まりです．この正則表示は，

空間上の絡み目の各点と平面上の曲線の各点が交差点 [11]を除いて，１対１に対応して

います．交差点は，空間上の絡み目の異なる２点が平面上で１点に重なる点です．交差点

を平面上に描くとき，曲線の交差角度を高々90度になる様にします．また，平面上で交

差する部分について，空間上での絡み目の曲線のうち，下にある曲線を平面上では，一部

分を切り欠いて上下の違いを判別できるように描画します．ここで，正則表示の例として

結び目の正則表示を図 1に示します．

図 1: 樹下・寺阪結び目

図 1の正則表示は，樹下・寺阪結び目 [9]と呼ばれる有名な結

び目です．図 1を見ると，線が交差する位置で，ところどころ切

れています．この切り欠きのある方を下交差点，切り欠きがなく

連続して描かれている方を上交差点と呼びます．

一般に，絡み目の正則表示は，図 1に示した様に，切り欠きの

ある不規則な曲線で描かれます．絡み目の正則表示が何の制約も

ない自由な曲線で描かれるために，かえって，描くのが困難になっ

ています．３つの交差点しか持たない三葉結び目でさえ描くのに戸惑います．ましてや，

４交差点，５交差点と交差点の数が増加してゆき，９交差点，10交差点ともなれば，も

う描画はお手上げです．

ところがここに，絡み目の正則表示を描くのに，一つの良い方法があります．この方法

ならば，交差点の数が 20でも 30でも，ある規則に従えば誰でも楽に描けます．以下では，

絡み目の正則表示が簡単に描ける方法を述べます．まず，この描画方法の結論を先に示し

ましょう．
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描画方法A. ３-正則平面グラフの各辺へ，１つまたは複数個の交差点を適切に対応

させる．かつ同時に，各頂点へは `自明な３次タングル'を対応させる．

上述で `適切に対応させる'とは，交差点を対応させる辺と，対応させない辺があるとい

う意味です．また，`自明な３次タングル'とは，３本の糸を１組にしたような対象です．

この `自明な３次タングル'は，あとで，平面図形として図示します．`描画方法A'による

方法で得られた正則表示を２重性並行表示と呼ぶことにします．

すべての結び目および絡み目の正則表示が，`描画方法A'の方法により構成できますの

で，これを定理として記述しておきます．

絡み目表示定理. `描画方法A'の方法を用いて，すべての結び目および絡み目

の正則表示は，２重性並行表示で表現できる．T)

以下では，`描画方法A'について述べます．まず，任意に与えられた絡み目の正則表示

を２重性並行表示に変形する方法を示します．この変形方法は，任意の絡み目に適用でき

ますが，具体的な変形の手順を示すために，図 1の樹下・寺阪結び目を例にとります．

(a): 樹下・寺阪結び目 (b): 左図 (樹下・寺阪結び
目)(a)のチェッカー彩色

(c): チェッカー彩色のま
まで図 (b)を変形した図

(d): 図 (c) からチェッ
カー彩色を消した図

(e): 図 (d)を見やすく変
形した図で，２重性並行表
示を得る途中の図

(f): 図 (e)の曲線を直線
化して得られた樹下・寺阪
結び目の２重性並行表示

図 2: 樹下・寺阪結び目を例にとり，２重性並行表示への変形過程を示した図解

図 2は，樹下・寺阪結び目を２重性並行表示に変形する手順を示した図解です．図 2の

T)本来ならば，絡み目表示定理の証明を記述しなければなりませんが，本論文では，これを割愛します．
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(a)が樹下・寺阪結び目で，図 2の (b)は，そのチェッカー彩色 [5, 11]です．図 2の (c)

は，チェッカー彩色を施したまま変形する手法を示した図形です．この (b)から (c)への

変形が重要なので，少し詳しく説明します．
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(a): チェッカー彩色された樹下・
寺阪結び目に符号を付けた図形

b1

b5

(b): 帯状の図形に変形する過程
を矢印で示した図

図 3: チェッカー彩色された樹下・寺阪結び目を帯状の図形に変形する方法の図解

図 3の(a)は，チェッカー彩色を施した樹下・寺阪結び目に符号を付けた図形です．チェッ

カー彩色を施した部分を黒色とします．この黒色部分を，図 3(a)に示す通り，B1, B2,

B3, B4, B5とします．これらの黒色部分Bi(i = 1, 2, 3, 4, 5.)は，いずれも周囲を曲線で囲

まれています．

一般的な正則表示で，任意の交差点から次ぎの交差点までの曲線を１次タングル [8]と

呼ぶことにします．従って，各Biは周囲を１次タングルで囲まれています．いま，各Bi

の周囲の１次タングルの中からそれぞれ任意に一つずつの１次タングルを選び，これらを

b1, b2, b3, b4, b5とします．各 bi(i = 1, 2, 3, 4, 5.)を図 3(a)に示しました．

次に，各 biを変形します. 変形の方法は，各Biの黒色部分の面積が小さくなる方向へ

各 biを移動し，各 biを他の１次タングルに近づけ，黒色部分を帯状にします．

(a):X型近傍 (b):Y型近傍 (c):Z型近傍

図 4: 絡み目の正則表示を帯状に変形したときに

現れる各交差点の形状

この変形では，１次タングル同士が

交わらないようにします．この変形の

様子を図 3(b)に示しました．図 3(b)

の矢印は，各 biが変形される方向を

示しています．

次に，帯状に変形された黒色部分の

チェッカー彩色を消します．この状態

を図 2(d)に示しました．図 2(d)の

各交差点の近傍は，図 4の (a), (b), (c)のいずれかの状態になります．これは，一般的

な正則表示からの変形でも成り立ちます．図 4では，上交差点と下交差点の区別をせず，
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図形に切り欠きを描いていません．これは説明を簡単にするためです．２重性並行表示の

外形を得る変形では，交差点の上下の区別は必要がないからです．ただし，最終的な２重

性並行表示では，交差点の上下の区別は必要ですから，各交差点の上下関係は記録してお

く必要があります．

図 4の３つの円は，いずれも近傍を表しています．この円は，絡み目とは関係がありま

せん．図 4の (a)をX型近傍，図 4の (b)をY型近傍，図 4の (c)をZ型近傍と呼ぶこ

とにします．これらの各近傍には円は含まれません．次に，図 4の (a), (b), (c)を変形

してゆきます．まず，図 4の (a), (b), (c)を直線化します．

(a): X型近傍. (b): Y型近傍. (c): Z型近傍.

図 5: X型近傍，Y型近傍，Z型近傍の各近傍を

直線化した図形

図 5の (a), (b), (c)は，それぞ

れ X型，Y型，Z型の各近傍を直線

化した図形です．まず，図 5(a)のX

型近傍を変形します．変形の結果を

図 6(b)に示しました．この変形では

図 6(a)のx1を図 6(b)のx′
1に変形し

ます．同様に，図 6(a)のx2を図 6(b)

の x′
2に変形します．

次に，図 6(a)の x3および x4についても変形します．図 6(a)の x3を図 6(b)の x′
3に

変形します．同様に，図 6(a)の x4を図 6(b)の x′
4に変形します．

x1 x2

x3 x4

x3x4

(a): X型近傍.

x′
1 x′
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x′
3 x′

4

x′
3x′

4

(b): 変形後のX型近傍

図 6: 変形されたX型近傍を示す図

以上の変形操作によって，図 5(a)の

X型近傍は，図 6(b)の図形へと変形さ

れました．２重性並行表示で用いる図形

は，この図 6(b)です．

次に，図 5(b)のY型近傍を変形しま

す．図 7(b)に変形の結果を示しました．

この変形は，図 7(a)の y1を図 7(b)の

y ′
1に変形します．そして，図 7(a)の y2を図 7(b)の y ′

2に変形し，図 7(a)の y3を図 7(b)

の y ′
3に変形します．これでY型近傍の変形は終了です．
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(a): Y型近傍.
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y ′
3

(b): 変形後のY型近傍

図 7: 変形されたY型近傍を示す図

以上の変形操作によって，図 5(b)の

Y型近傍は，図 7(b)の図形へと変形さ

れました．２重性並行表示で用いる図形

は，この図 7(b)です．

次に，図 5(c)の Z型近傍を変形しま

す．図 8(b)に，この変形の結果を示し

ました．この変形は，図 8(a) の z1 を

図 8(b)の z ′1 に変形します．そして，図 8(a)の z2 を図 8(b)の z ′2 に変形します．こ

れで Z型近傍の変形は終了です．
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z1 z2
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(a): Z型近傍.

z ′1 z ′2

z ′1z ′2

(b): 変形後の Z型近傍

図 8: 変形されたZ型近傍を示す図

以上の変形操作によって，図 5(c)の

Z型近傍は，図 8(b)の図形へと変形さ

れました．２重性並行表示で用いる図形

は，この図 8(b)です．

以上の変形の他に，交差点のない並行

な曲線のみの部分の変形があります．並行な曲線とは，例えば，正則表示上で帯状に変形

された図 9(a)のような２本の曲線です．このような並行な曲線には，いろいろな形があ

りますが，ここでは図 9(a)で代表しています．これらの並行な曲線は，すべて図 9(b)

または図 9(c)へと変形します．

(a): 並行な曲線. (b): γ-タングル. (c): γ ′-タングル.

図 9: 正則表示上の並行曲線を変形する図形

図 9(b)は，単なる平行線です．

この平行線を γ-タングルと呼び

ます．図 9(c)は γ ′
-タングルと

呼ぶことにします．

図 2の (d)から，２重性並行

表示を得る場合，図 10の５つの

図形から構成できます．つまり，

すべての絡み目の２重性並行表示は，図 10の５つの図形を用いて構成できます．このこ

とは，図 6(b)，図 7(b)，図 8(b)，図 9(b)，図 9(c) から得られる結果です．

(a)

α-タングル

(b)

β-タングル

(c)

γ-タングル

(d)

δ-タングル

(e)

γ ′-タングル

図 10: 絡み目の２重性並行表示を表現するための基本的な５つのタングル

これら５つの図形は，すべてタングル [1, 5, 6, 8]であると考えます．図 10の (c)と (e)

は，γ-タングルと γ ′-タングルですから，図 10の (a), (b), (d) をそれぞれ α-タングル，

β-タングル，δ-タングルと呼びます．この中の δ-タングルが，自明な３次タングルです．

`描画方法A'の記述に在るタングルです．

図 10の５タングルを用いて，ある２重性並行表示の表現が得られたとき，その２重性

並行表示を更に単純化して表現するために，５タングルをグラフ化します．グラフ化した

図形を図 11に示します．

図 10の (a), (b), (c), (d), (e)と，図 11の (a), (b), (c), (d), (e)とは，それぞれ

同じタングルを表す図形です．

以上の記述による方法を基にして，実際に作成した結び目の２重性並行表示を以下

に図示します．図示する結び目は，31 から 821n とします．821n の n は，非交代 (non-
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(a)

α-タングル

(b)

β-タングル

(c)

γ-タングル

(d)

δ-タングル

(e)

γ ′-タングル

図 11: 絡み目の２重性並行表示を表現するための基本的な５つのタングル

をグラフ化した図形

alternating) [11]を意味します．２重性並行表示に変形する前の正則表示は，鈴木晋一

著「結び目理論入門」 [11]の pp. 161�162を用いました．

(a): 31 (b): 41 (c): 51 (d): 52 (e): 61 (f): 62 (g): 63

図 12: 結び目の２重性並行表示 (1)

(a): 71 (b): 72 (c): 73 (d): 74 (e): 75 (f): 76

図 13: 結び目の２重性並行表示 (2)

(a): 77 (b): 81 (c): 82 (d): 83 (e): 84 (f): 85

図 14: 結び目の２重性並行表示 (3)

6



(a): 86 (b): 87 (c): 88 (d): 89 (e): 810

図 15: 結び目の２重性並行表示 (4)

(a): 811 (b): 812 (c): 813 (d): 814 (e): 815

図 16: 結び目の２重性並行表示 (5)

(a): 816 (b): 817 (c): 818 (d): 819n (e): 820n (f): 821n

図 17: 結び目の２重性並行表示 (6)

7



図 12，図 13，図 14，図 15，図 16，図 17に示した図形は，すべて結び目の２重性並

行表示です．例えば，図 12の (a)は，結び目 31の２重性並行表示であり，図 17の (f)

は，結び目 821nの２重性並行表示です．

次に，図 11を基本とし，３-正則平面グラフを用いて表現した結び目の図形を示しま

す．この図形を結び目のグラフ化表示と呼びます．絡み目の場合は，絡み目のグラフ化表

示と呼びます．

(a): 31 (b): 41 (c): 51 (d): 52 (e): 61 (f): 62 (g): 63

図 18: 結び目のグラフ化表示 (1)

(a): 71 (b): 72 (c): 73 (d): 74 (e): 75 (f): 76

図 19: 結び目のグラフ化表示 (2)

(a): 77 (b): 81 (c): 82 (d): 83 (e): 84 (f): 85

図 20: 結び目のグラフ化表示 (3)

(a): 86 (b): 87 (c): 88 (d): 89 (e): 810

図 21: 結び目のグラフ化表示 (4)

(a): 811 (b): 812 (c): 813 (d): 814 (e): 815

図 22: 結び目のグラフ化表示 (5)
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(a): 816 (b): 817 (c): 818 (d): 819n (e): 820n (f): 821n

図 23: 結び目のグラフ化表示 (6)

例えば，図 18の (a)は結び目 31のグラフ化表示であり，図 23の (f)は結び目 821nの

グラフ化表示です．

ここで，絡み目のグラフ化表示に用いる３-正則平面グラフを示します．辺の数が 3か

ら 12のグラフを図示します．ある絡み目の２重性並行表示やグラフ化表示を表現する場

合，これらの３-正則平面グラフが用いられることになります．

(a)

G(2, 2, 2)

(b)

G(2, 2, 4, 4)

(c)

G(3, 3, 3, 3)

(d)

G(2, 2, 2, 6, 6)

(e)

G(2, 2, 4, 4, 6)

(f)

G(2, 3, 3, 5, 5)

(g)

G(3, 3, 4, 4, 4)

図 24: ３-正則平面グラフ (1)

(a)

G(2, 2, 2, 2, 8, 8)

G(2, 2, 2, 4, 6, 8)

(b) (c)

G(2, 2, 2, 6, 6, 6)

G(2, 2, 3, 3, 7, 7)

(d) (e)

G(2, 2, 3, 5, 5, 7)

G(2, 2, 4, 4, 4, 8)

(f) (g)

G(2, 2, 4, 4, 6, 6)

図 25: ３-正則平面グラフ (2)

(a)

G(2, 2, 5, 5, 5, 5)

G(2, 3, 3, 4, 5, 7)

(b) (c)

G(2, 3, 3, 4, 6, 6)

G(2, 3, 4, 4, 5, 6)

(d) (e)

G(3, 3, 3, 3, 6, 6)

G(3, 3, 4, 4, 5, 5)

(f) (g)

G(4, 4, 4, 4, 4, 4)

図 26: ３-正則平面グラフ (3)

図 24，図 25，図 26において，G(2, 2, 2), G(2, 2, 4, 4)などは，本論文だけで用いる３-
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正則平面グラフを示す記号です．パーレン括弧内の数値 (2, 2, 2)や (2, 2, 4, 4)などは，３-

正則平面グラフの各面を囲む辺の数です．

ここで，結び目のグラフ化表示を示した図 18，図 19，図 20，図 21，図 22，図 23に

ついて，どの結び目が，どの３-正則平面グラフに対応するのか，その一覧表を表 1に示

しておきます．

表 1: 結び目の２重性並行表示に対する３-正則平面グラフの対応

３-正則平面グラフ 結び目

(i) G(2, 2, 2) 31 41 52 61 62 72 74 81 82 84 85

(ii) G(2, 2, 4, 4) 63 73 75 76 77 87 88 813 �

(iii) G(3, 3, 3, 3) 810 816 �

(iv) G(2, 2, 4, 4, 6) 51 83 86 811 812 �

(v) G(3, 3, 4, 4, 4) 89 814 815 817 818 819n 820n 821n �

(vi) G(2, 2, 4, 4, 4, 4, 10) 71 �

表 1 (vi)のG(2, 2, 4, 4, 4, 4, 10)は，グラフ化表示で結び目 71を表現している図 19(a)

から交差点を消し去れば得られる３-正則平面グラフです．

図 27: 交差点の数が大

きい場合に用いる図形

絡み目のグラフ化表示で，交差点の数が大きくなると，グ

ラフ化表示が，見にくく，描きにくくなります．その場合

は，α-タングルと β-タングルのみ図 27を用いて，他の γ-

タングル，δ-タングル，γ ′-タングルは，図 11を用いて表示

します.

pα

qα rα

sα tβ

uβ

2β

γ
γ

δ γ ′

図 28: 交差点の数が大きい場

合のグラフ化表示方法の例

例えば図 28です．この図 28は，少なくとも，p,

q, r, s, t, uが奇数ならば結び目になります．p =

q = r = s = t = u = 1の場合は結び目 821nです.

図 28の α, β, γは，それぞれ，α-タングル，β-タン

グル，γ-タングルを表しています．また，2βは，β-

タングルを２つ繋ぎ合わせたタングルで，図形とし

ては， になります．同様に，pαはα-タ

ングルを p個繋ぎ合わせたタングルであり，uβは，

β-タングルを u個繋ぎ合わせたタングルです．他の

qα, rα, sα, tβも同様です．

以上述べてきたように，絡み目の正則表示は，３-

正則平面グラフを導入することにより，規則的な見

易い図形にすることができます．絡み目の正則表示を表現するために用いる３-正則平面

グラフは，橋 [3, 4, 10]のない３-正則平面グラフを用います．なぜならば，橋のある３-正

則平面グラフで絡み目のグラフ化表示を表現した場合，橋は絡み目と絡み目の合成を意味
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するからです．一般に，結び目の一覧表に用いられている正則表示は，合成 [1, 6, 11]さ

れていない素な結び目 [1, 6, 11]のみが選ばれています．

３-正則平面グラフの頂点と辺は，その繋がり具合を行列で表示できますから，絡み目

の正則表示も行列で表示できることになります．なぜならば，絡み目の正則表示はグラフ

化表示が可能だからです．

３-正則平面グラフを基礎とした絡み目の行列表示に関しては，記述が長くなりますの

で，次の機会に述べることにします．
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